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Теорема 1. Представим угловую часть Лапласиана в виде 

)exp( 21 βηαη iiU +=  

где углы 21,ηη  зависят от углов 2,1, =llψ  и будут определены в ходе доказательства теоремы, 

причем в этих переменных тело имеет  ортогональные углы 21 ,ηη , βα ,  целые числа.  
     Доказательство.  
 Углы lψ  определяются по формуле )arg( 3 ll ixx +=ψ . Преобразование координат  
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При этом оба выражения для величины 3x  равны по модулю и по знаку в силу определения 

углов. При этом угловая часть метрического ковариантного тензора  имеет вид 
;2,1,),,( 21 =lkgkl ψψ , величина lmg  контравариантный тензор относительно klg , т.е. 
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Лапласиана 
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При этом справедливо 222 βαδ += , где βα ,  целые числа. Покажем, как решается уравнение 

(1), для чего запишем член в внешней производной по величине 1ψ  
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Для этого введем функцию 1ς  из уравнения, являющегося первой частью формулы (2) 
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Уравнение (3)  эквивалентно уравнению (полагаем, что оператор действует на функцию 1ς ) 
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Получим тоже соотношение другим способом. Дифференцируя произвольную функцию 

mailto:Yakubovski@rambler.ru�


84 
 

)],([ 211 ψψςh   по функции 1ψ , получим 
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    Подставляя величину )],([ 211 ψψςh  в оператор (3), получим 
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используя (5) из (6) получим (4). Уравнение (4) непосредственно интегрируем, откуда 

получим 1211 ),(
1

0
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     Запишем  операторное уравнение, являющееся внутренней частью уравнения (2) 
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  и допустим оператор (7) действует на функцию 1ϕ , откуда получим дифференциальное 
уравнение  в частных производных первого порядка (можно как и в первом преобразовании 
предположить, что оператор действует на функцию )],([ 211 ψψϕh  и получить уравнение для 
сложной функции) 

                                                             ggg /1
2

112

1

111 =
∂
∂

+
∂
∂

ψ
ϕ

ψ
ϕ

,                                                  (8) 

Решая дифференциальное уравнение (8), откуда можно получить уравнение периодической 
поверхности ),( 2111 ψψϕϕ = . При этом уравнение (2)  приобретает вид 
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которое имеет решение 
)],(exp[)](exp[ 21111 ψψαηϕςα ii =+=Φ . 

 При этом имеем 111 ϕςη += . Нормируем конечную величину ),( 211 ψψη , получим ]2,0[1 πη ∈ . 

Аналогично строим величину ),( 212 ψψη . Уравнение (1) имеет вид в новых координатах 
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   Построенные углы 21 ,ηη  соответствуют ортогональным углам на торе, и в отличие от 
стандартной сферической системы координат являются периодическими. 

       Используя решение для радиальной зависимости решения уравнения Лапласа, 
4/12/1 22

)],([/1),( +++=Ρ βα
αβ ψψ ll RrsR  и подставляя это решение в радиальную часть уравнения 

Лапласа, получим обыкновенное дифференциальное уравнение относительно )],([ lRrs ψαβ , причем 

начальные условия это радиус константа. Условию на бесконечности тоже можно удовлетворить. 


